Obligatorio 2 - Aplicacion de Diferencias Finitas de
la Ecuaciéon de Calor Unidimensional

Grupo 36

Guillermo Daniel Toyos Marfurt, Juan José Mangado Esteves,
Martin Sebastian Pifieyro Olivera, Ricardo Alejandro Fasanello Guillermo

Tutor: Juan Piccini

Métodos Numéricos 2020
Instituto de Matemdtica y Estadistica
Facultad de Ingenieria. Universidad de la Repiiblica
Montevideo, Uruguay

Resumen

Se estudia el problema de Cauchy Dirichlet para la ecuacion del calor no homogénea y con
condicion de borde nula en el caso unidimensional utilizando el método de integracion 6-método.
Para ello se presenta una solucién discreta al problema y se demuestra su correctitud de forma
analitica junto a su implementacién. Adicionalmente se encuentra un criterio de estabilidad
asintética para el caso particular donde 6 = 0 y el sistema no tiene una fuente de generacion
calorifica. Lo cual asegura la convergencia del problema si la distancia finita entre cada instante del
tiempo es menor el cuadrado de la diferencia entre cada punto del espacio sobre una constante.
También se estudia experimentalmente el comportamiento del 6-método para distintos valores de
0 y se presentan representaciones graficas de la evolucion temporal de la temperatura a lo largo de
la barra junto a su diferencia con el comando Isode de Octave observdndose una mejor
aproximacién con 6 = % El informe finaliza con un andlisis del error del 6-método en
comparacién con el comando Isode mostrando que la solucién presentada genera resultados
similares a los de Isode y su diferencia se puede reducir arbitrariamente reduciendo la distancia que
se toma entre cada punto discreto del tiempo.
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1. Introduccion

Imaginese, lector, que usted se encuentra en un caluroso desierto y tiene una ardiente
y fina barra de metal en sus manos. Ahora usted coloca en sus extremos dos cubos de
hielo. ;Que sucede? Este modelo fisico puede modelarse mediante la siguiente ecuacion en
derivadas parciales conocida como la ecuacion del calor no homogénea:

2

o] 0
8—1:(36, t) — ‘ua—xbzl(X, t) = f(xl t)

La variable x representa la posicion unidimensional en un segmento, f el tiempo y u(x, f)
la temperatura de la barra en el punto x e instante {. Supondremos que la barra es lo
suficientemente fina y trataremos el problema en una dimension, i.e. x € R. La funcién
f(x,t) modela una fuente de calor que calienta la barra uniformemente (el calor del
desierto) y la constante u es un coeficiente inherente al material. Como inicialmente la
barra se encontraba caliente, tendremos una funcion 1((x) que modela la temperatura de la
barra en el tiempo inicial del problema (u(x, 0) = u((x)). Por dltimo, los cubos de hielo en
los extremos de la barra pueden modelarse como una condicién que debe cumplir u: En
ambos extremos de la barra, la temperatura es O en todo instante. A este problema se lo
conoce como problema de Cauchy Dirichlet para la ecuacion del calor no homogénea
con contorno de Dirichlet homogéneo.

Si bien es posible resolver el problema mencionado analiticamente, en éste informe
trataremos de hallar una aproximacion de u(x, t) utilizando una cierta familia de métodos
de integracién conocida como 0-métodos.

El informe realiza los siguientes aportes:

= Se construye paso a paso una aproximacion a la ecuacion del calor en diferencias finitas
y un esquema de implementacion.

= Demostracion de distintas propiedades de la solucién planteada: Orden de los errores,
existencia de solucién y caracterizacién del método planteado.

» Obtencidn de un criterio de estabilidad asintdtica para el caso 6 = 0, f(x, t) = 0.

= Un estudio experimental con distintas simulaciones para confirmar la correctitud del
algoritmo comparandolo con el comando “Isode” de Octave.

= Comparacion del error de la solucion propuesta con el comando “Isode” para multiples
casos en una posicion y tiempo dado.

El informe se organiza de la siguiente manera. La seccidn (??) trata sobre la metodologia,
planteo y andlisis de la solucion construida. La seccion (??) presenta los resultados del



andlisis experimental. Finalmente, la seccidn (??) presenta las conclusiones del trabajo.

2. Problema a resolver

Dado un intervalo [a,b] C R, una constante y > 0, una funcién ug : [4,0] - Ry
la funcién u : [a,b] X R — IR regida por la siguiente ecuacion en derivadas parciales y
condiciones iniciales:

u € C*en (a,b) X (0, +00) y continua en [a, b] X [0, +c0)
u le

%(X, t) - [J,a;?(xl t) = f(xr t)

u(x,0) = up(x), Yx € [a,b]

u(a,t) =u(,t) =0, Vt € R

Se desea hallar una aproximacion de los valores de u(x, t) en un espacio discretizado.

Es decir, transformando el problema infinitesimal en un problema de diferencias finitas,
hallar las soluciones de u(x;, ) parax; =a+jhconj={1...N-1},h = (b—;]“) y tf = kAt,
k ={1...K}. Donde N y (At, K) definen la diferencia entre cada punto del espacio y tiempo
respectivamente.

3. Metodologia

3.1. Estimador para 327'2‘
Dado un tiempo t fijo y suponiendo que u es C* segiin la variable espacial, se puede

escribir el desarrollo de Taylor de u en (X, t) como:

ou , _ h?o%u ,_ h® Pu
g(x,t) 2'8 2( ) 3|a 3( )

Donde Rj es el resto de Lagrange de orden 4 [?, p. 348]

u(X+ht)y=u(xt)+h + R3(0,t) (1)

h* o*u

Ra(6,1) = 757

—(6,t), O €[x,x+h]

Realizando el cambio de variable &1 :== —h en (2?) se obtiene:

du h? 0%u h® Pu

u(E—h, 1) = u(E ) =S (5, 0+ 3 55 (5 D = 2 5

X,t)+Ry(0%,1),0 €[x—h,x] (2)



Sumando (??) y (??) se obtiene:

u(X+nt)y+u@—nh,t)=2u(®t)  Pu ,[1du 1%, ,
7 = S+ O + 55|
Estimador de 327;‘ Error ET

Para h suficientemente Pequeﬁo, se puede suponer que 0 = 0 = X. Asi el error de la
aproximacién Er = hzij?(f, t). Por lo que la aproximacion es de segundo orden con
respecto a h.

Utilizando este estimador se puede semidiscretizar €l problema. i.e. u se aproxima en
N puntos a distancia / cada uno. Dejando la aproximacién de u en funcién solamente del
tiempo: (Denotamos #; : R — R /u;(t) = u(x;,t))

3)

ZU() — () = 2uj(t) + upa(B) = fi(), jeil...N-1)
up(t) = un(t) =0

Este sistema se puede escribir matricialmente mediante los siguientes vectores y matrices:

2 -10...0

uy(t) fi(t) uo(x1) -12 -1...0

wty=| | fo=| : wo=| A=|: :
un-1(t) fn-1(t) uo(xn-1) 0...-12 -1

0 ...0-12

Especificamente, la matriz A € M®"DX®-D eg yuna matriz tri-diagonal de Topelitz [?]
cuyas entradas no nulas son:

a;; =2 4)
Aiv1,i = -1 VZE{l,,N—l} )
aiiv1 = —1 (6)



Como uy(t) = un(t) = 0. El sistema ?? es equivalente a:

{%(t) = —SAu(t) + f(1) @)

u(0) = uy

3.2.  Autovalores y autovectores de la matriz A

A continuacién se procede a estudiar el espectro de la matriz A. Lo cual serd util para
probar la correctitud de los métodos de resolucidn del sistema que se presentardn mas
adelante.

Proposicion 1 Los valores propios A;, y los vectores propios qj, j € {1...N =1}, de A son
de la forma:

Aj= 2(1 — cos (]%))
qg; = (sin (]%), sin (2]%), ...,sin ((N - 1)]%))

Demostracion Basta con verificar que A; y q; cumplen la definicién de valores y vectores
propios:

T

(Vjell,....N=1)(A-q;=A;-q)

Tomando un j genérico:

S——

)sin(jﬁ

Jon(o)

sin((N.— 1)]'%) 2sin ((N - 1)]'%) - 2C;>S (f%)Si“((N - 1)]%)

sin(jﬁ) ZSin(j )—2cos(j

sin(Zj%) 25in(2j%)—2cos (]

zZ|A
ZIA

ZIA
Z|A

Aigi = 2(1—cos (}%))

Sea k una entrada cualquiera del vector A;q;, y usando la identidad trigonométrica
2 cos (b) sin (a) = sin (a + b) + sin (a — b), se tiene que:

(A = 2sin (kj%) - (sin ((k + 1)]'%) + sin ((k _ 1)]'1%)) Nike(l,..., N1




Por otro lado:

2-10...0 Sin(]-%)

-12-1...0 sm(zj%)
A-q;= .

0..-12 -1

0.0 12 (sn(@-niF)

Parak € {2,...,N — 2} se cumple que:
. .TC . LTC . .TC
(A-gj) =2sin (k]ﬁ) - (sm ((k + DJN) + sin ((k - 1)]N))

Restaverloscasosk=1yk=N—-1:

(A = ZSin(]’%) _ sin(Zjﬁ)

(Aj-gp)1 = 2sin (]%) - (sin (2]%) +sin ((1 _ 1)]%)) :10 (A-g)1=(Aj-gh

sin(0)

(A-gj)n-1 = 2sin ((N - 1)]%) —sin ((N — 2)]%)

(A g1 = 2sin (V= 1)) = (sin (Y] + sin (¥ - 257 (Agn-1 = (Ag)n

j€EN—sin(jm)=0

Se concluye que: A-g;=A;-q;, Vje{l,...,N-1} m]

3.3.  O-método
El 6-método es un esquema de integracion, el cual se basa en aproximar una funcién
mediante una combinacién conexa de las pendientes en dos puntos discretos. La forma

general del 6-método, para el problema ‘% = f(t, y), y(xo) = to, es la siguiente [?, p.36]:

Yni1 = Yu + h[(l - e)f(tn/ ]/n) + Qf(tnﬂr ]/n+1)]/ 0 €[0,1] ()

La idea del mismo se ilustra en el diagrama de la Figura ??. La cual muestra que el
pardmetro O es el que define la cantidad de drea azul que se va a tomar para calcular el drea
debajo de la curva en el intervalo [xj, xj+1]. Este hecho muestra que el -método es una



generalizacion de varios métodos de integracion:

n 0 = 0: “Método de Euler hacia adelante”
n 0= %: “Método del trapecio”

n O = 1: “Método de Euler hacia atras”

Comprobemos el caso particular donde 6 = % En forma general, el Método del Trapecio
se define como [?, p.111]:

h
Yo+l = Yn + E[f(tn/ Yn) + f(tns, yn+1)]

Es claro que cuando O = %, la expresion anterior coincide con ??.

Floulz))

;

uw semidiscretizada

f(;rj_hu(;];j_'_ljj

f("rj*“(-":.;f)) (1 —8)] ", 3

:’7.:' I,H’ 1

Figura 1. Ilustracién del O-método. Notar que en la imagen f(x, t) = %A -u(t) + f*(x,t), donde f*
es la funcién de generacion calorifica del sistema.

Discretizando ahora el tiempo, sea At > 0 un paso del tiempo constante, se denotan los
vectores como v para referirse a los mismos evaluados en un tiempo t* = kAt. El siguiente
sistema resulta de la aplicacion del O-método para la ecuacién ??2:

e = LAOU + (1 - O)u) + OF + (1- 0)F, k=0,1,.., K

0 = g ©)




Expresando dicho sistema en notacion matricial:

0 (10)

D! = (I- LAK1 - 6)A)ut + g
u = Uy

donde g1 = AHOF"! + (1 - O)fF), y D = (I + 5 0AtA)

Observar que el problema de aproximar la solucién de una ecuacién en derivadas
parciales se transformé6 en resolver una recurrencia de sistemas lineales. Para poder
resolver los mismos, es necesario que la matriz D sea invertible.

Proposicion 2 La matriz D es invertible.

Demostracion Para probar que la matriz D es invertible, se usardn las siguientes
propiedades y equivalencias:

1. Des invertible & det(D) # 0 & |A| > 0 VA autovalor de D
2. Aesvapde A = aA es vap de A
Por definicion, A es autovalor de D & det(D — AI) =0

o det(l + %GAtA ~AD)=0

=4

det(%@AtA —(A=1)) =0

Ar=A-1
—

det(%@AtA — (A =0

Observar que estos son, por definicion, los autovalores de la matriz Z—;QAtA. Utilizando



(ii) y dado el hecho que se conocen los autovalores de A (Prop ??):

i T
A= 7 OAL2(1 cos(]N))
Ar=A-1
=

u

Ahz

OAL2(1 - cos(] )) +1

Como p, h?, 6, At son positivos (> 0) y (1 — cos(j)) € (0,2) Yje{l...N — 1}, tenemos

que A >1 = |A| > 0 VA autovalor de D '(‘;l)> D es invertible. O

34. Caso0=0,f=0

Para este caso particular, donde fk = 0 Vk. Se tiene a partir de la ecuacion ?? la
siguiente recurrencia:

u

" =E4 con k={1...K} y E= (1— —AtA) (11)

Donde E* es la k-ésima potencia de E y #° = u.

Para demostrar la estabilidad de este método se prueba la siguiente proposicion:

Proposicion 3 p(E) <1 < At < donde p es el radio espectral.

Demostracion Para poder realizar la demostracion, sera de utilidad la siguiente propiedad:

1. Sean A,I € M™", donde A es una matriz diagonalizable cualquiera e I la identidad.

Sean Aq,..., A, los autovalores de A, entonces A + I tiene autovalores de la forma
M+, A, +1

Sea A un vap de A, y A* un vap de E genérico. Por la propiedad mencionada
anteriormente y (ii) de la proposicién ?? , tenemos que:

Pro| " LT
F=1+pan S =1 - ;Atz(l - cos(j:)
=
(E) <1 e 1—2—”At( 1 - cos(jo))| < 1 Vj
p =5 N j

Tomando un j genérico:
-2< —%AtZ(l - cos(j%) <0



Por un lado: u - U
—ﬁAtZ(l - cos(jﬁ) <0 &= —ﬁAt <0. (12)
Lo cual es cierto. Pues el término (1 — cos(j$;)) € (0,2), por lo que no afecta al signo de la

expresion y i, h, At son positivos.

Por el otro:
K T H LT Ni=b Hoy jth
-2< —ﬁAtZ(l—cos(]N)) = ﬁAt<1—cos(]N)) 1 & 5 (1 COS(—a )< 1
Entonces basta probar que:
u &
tht( - cos(—)) <1l & At< Z (13)
(=) Suponiendo que h%At(l — cos(g)) <1
j h 2 * 2
iAt(l - cos(L)) <l=At< h— ;h “ At < h— (14)
h H (1 — cos(4= )) 2p

(*) Como infje1. N1 {ﬁ} = % se cumple particularmente que At < %
1—cos(LZ

(<) Suponiendo por hipétesis que At < %:

jth

jrth
o a))<1 (15)

e )) (<) 1(1 co s(ﬂ)) (2) 1= F At(l — cos(

- eosG=0) < 3 b—a 2

h?

(*+) Como la expresién (1 - cos(g)) esta acotada entre (0, 1) se cumple particularmente
que (1 - cos( )) < 1. O

Utilizaremos la proposicion anterior para demostrar que si At < %, el sistema es
asintéticamente estable.

Proposicion 4
2

At< — = limuf=0
2}1 k—o0

Demostracién Recordando la siguiente propiedad del dlgebra lineal: Ev = Av = Efv =
Ao,

Dado que todos los vaps de E son distintos entre si (Prop ??), E es diagonalizable. i.e
AP € MWN-DXN-1)/F = ppp~1,



Por prop ??, tenemos que p(E) <1 = |1 <1 Vje{l..N-1} = limy_eDF = 0.
Como EX = PDP-'PDP!--. = PD'P! = liny_,e EX = limy_,, PD'P! = 0.
Entonces ity tt* = liny_oE'u® = 0 O

3.5.  Error analitico del 0-método

Se procede a estudiar analiticamente el error del O-método respecto al paso del tiempo
At con x y t fijos.

Despejando 1/*! de la ecuacién ??

u

W = gk At((l - 0) (3

Ly ” £ au + f"“)) (16)

_dk k+1
= 45 ) o ()

du

Igualando la expresién anterior a su desarrollo de Taylor para u**! y reemplazando
también por su respectivo desarrollo de Taylor se tiene que:

duk 2 duk ;P 1 du(o)
R zAf a7 5” TR e
dtu dtu dhuk duk 1 sdtu(d)
1_ hisdedl - - 2 e - 3
uF + A O)— + MO(— =+ At— + At O— 7 + AP —

0,0 e [t t*1]
Desarrollando la ecuacion se obtiene la siguiente expresion para el error de truncamiento:

dus 1 0 d3uk d4u(9* d*u(0)
— )AL 2 I\A$ 4 LAl
Er=(6 )At T (6 2)At‘ TS 4 At I 6At T

(17)

Observar que si 0 = % el termino A#? desaparece. Por lo tanto, el orden del error del O-
método respecto a Ates2si 0 = % ylsiO # % Es decir, el error del método sera de orden
2 cuando el mismo es equivalente al método del trapecio.

3.6. Implementacion

En esta tultima subseccién se muestra una implementacién del 6-método, utilizando
el esquema ??, en pseudocodigo (Algo ??). Se pasan como parametros 0, N, At,K. Y se
retorna una matriz M € MWDXK+D) donde M;; = u(x;, ty:xi=a+ihyt = j.At donde
u es la aproximacion de la solucién provista por el método. Adicionalmente se pasan los
pardmetros a, b, uy, f, u que describen al problema.



Algorithm 1 6-método

Require: O N AtKab u fug
I:

—_— = =
N =@

—_
w

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:

23:
24:
25:

A A A R

h « bﬁ“
A — {MN-DXN=1)  cumple las reglas 2?}
D« I+ %QAt -A
Fe M(N+1)><(K+1)
forn=1:N+1do

fork=0:Kdo

F(n,k+1) « f(a + n.h, Atk)
end for

end for
ge M(N+1)><(K+1)

cforn=1:N+1do

fork=1:Kdo

g(n, k) « At(e.F(a + I, (k +1)).A) + (1 - O)F(a + h.n, k.At))

end for
end for
Me M(N+1)><(I<+1) ‘M= 0(N+1)><(1<+1)
forn=1:Ndo
M(a + h.n, 1) « ug(a + h.n)
end for
be M(N—l)xl
fork=2:K+1do

b (IN_l — 5A L - 0)A|-MQ2:N,k—1)+g(2: N,k)

MQ2:N,k)e—x:D-x=b
end for
return M

>0€[0,1], b>a, f: RXR—>R, up: R— R

> ] matriz identidad

Para el caso particular ?? es posible implementar un algoritmo mds simple mediante el
esquema ?? (Algo ??). En este algoritmo se toman como pardmetros N, Af, K mas
up, a, b, u relacionados con el problema:



Algorithm 2 6-método en el caso 0 = 0, f(x,t) = 0Vx, ¢
Require: N At Kab uu >b>a, up: R—> R
h « bﬁ”
2: A {[MWN"DXN=1) : cymple las reglas ??}
Me M(N+1)><(K+1) M = 0(N+1)><(K+1)
4. forn=1:Ndo
M(a + h.n, 1) « ug(a + h.n)
6: end for
E « IN—l - ﬁ -A
8 M e MN+DXEK+D) . pf = gN+DX(K+1)
fork=2:K+1do
10:  M(Q:N,k) « E*-M(@2:N,1)
end for
12: return M

4. Analisis Experimental

Para el analisis experimental se realizé una implementacién del theta método en
Octave. La simulacion consta de una barra de longitud 1 ([a, b] = [0, 1]) con coeficiente de
conductividad térmica u = 1. Una funcién uy(x) = 1000x(1 — x)(1 + %x3) que define la
temperatura en £°. Y una funcién f(x,t) que representa una fuente de generacion
calorifica. Para la comparacion de resultados resolveremos también el problema utilizando
la funcidén Isode de Octave, la cual es un solucionador de ecuaciones diferenciales
ordinarias. [?]

4.1.  Simulacién del 6-método con f(x,t) = 1000 V|1 — {|
Para este caso particular, el sistema de ecuaciones diferenciales ?? resulta:

1000. V|1 — ]
M= —laum+| (18)
A '

1000. V|1 — |

Podemos representar la barra como un segmento al cual cada punto del mismo le
corresponde una temperatura. Para el problema presentado, el perfil de temperaturas en
t = 0 puede representarse de la siguiente manera (La referencia de los colores se
encuentra en la figura ??):



Perfil de temperatura inicial en t=0
1 1 1

o 0.2 0.4 Posicicn Barra 0.8 0.8 1

Figura 2.

Utilizando el comando Isode de Octave, podemos realizar una simulacién de la evolucién
de la temperatura de la barra en el tiempo. La misma se puede visualizar tanto como un
heatmap o como una grafica tridimensional:

Evolucion del perfil de temperaturas de la barra Evolucion del perfil de temperaturas de la barra

300

Temperatura

Posicién barra

06

%4 Tiempo

0 02 0.4 06 08 1
Tiempo

Figura 3. Representacion de los resultados del comando Isode como heatmap y grafica-3D

Simulando ahora con el O-método con los pardmetros: 6 = {%,%},N = 500,At =
2 x 1073, K = 500. Se obtienen las siguientes representaciones:



E on del perfil de di la barra utilizando ¢l ThetaMetodo con theta=3/4 Evelucién del perfil de temperaturas de la barra utllizando el ThetaMetodo con theta=3/4
0

300

0z

0.4

Temperatura

Posician barra

06

08

04 05

Barra

02" o4 Tiempo

o

02 04 06 08 1
Tiempo
Evolucién del perfil de temperaturas de la barra con theta=1/2
P per Evelucion del perfil de temperaturas de la barra con theta=1/2

350 _
300 _

250

o
=
=

Temperatura
= @
a2 o
Paosician barra

50

04~ 06

02

Barra

Tiempo

Figura 4. Representacién de los resultados del 6-método para 6 = % (arriba) y 0 = % (abajo) como
heatmap y grafica-3D

Observamos que los resultados obtenidos (Fig ?? y Fig. ??) son practicamente iguales a
simple vista. Para observar con mas detalle la diferencia se construye un heatmap adicional
definido como el valor absoluto de la diferencia entre el 6-método y Isode en cada punto
(x jr tk)Z



Evolucién de la diferencia entre las soluciones provistas por ThetaMetodo con theta=1/2 y Isode Evolucién de la dif ia entre las pi por TI con theta=3/4 y Isode

0 0
{14
12
02 02
1
04 ;
08
06 L
04
0.8 08
02
0 1
02 04 06 08 1

1
0

Posicion barra
o
-

Pasicion barra

o
@

0 02 04 0.6 08 1
Tiempo Tiempo

Figura 5. Representacion de la diferencia entre 8-método con 6 = % (derecha) y O = % (izquierda)
contra [sode como heatmap

Se aprecia un error de no mds de una unidad para ambos valores de 6 exceptuando un
entorno particular en el tiempo alrededor de cero en la posicion cercana a 1 para 6 = 2.
También se observa que el error es cada vez mayor cuanto mds al centro de la barra se esta
y se va avanzando en ¢. Una posible interpretacion es: dado que en los bordes por definicion
es 0 V t, el error en los mismos es 0. Por lo que el error se amplificard al alejarnos de los
bordes de la barra. Ya que la temperatura se calcula en base a ella misma y a su vecinos en
el tiempo anterior (2?).

Por el otro lado, con 0 = % se observa un comportamiento mas erritico. Recordando
el diagrama ?? conjeturamos que 0 = % aproxima la integral mas acertadamente en ciertos
puntos y en otros comete mayor error que el método del trapecio. De hecho, sabemos que
la funcién 1000 V|1 — £| tiene derivada decreciente y la misma tiende a —co a medida que
nos acercamos al tiempo t = 1. Por lo que, considerando el diagrama ??, la recta entre dos
puntos (x;, u(x;)) y (xjs1, u(xj41)) tendrd una pendiente negativa de considerable magnitud
ent =~ 1. Entonces la aproximacion serd peor cerca de este tiempo. Més ain, podemos
notar que el error con 6 = % es ligeramente mayor. Lo cual tiene sentido dado que se
esta tomando como aproximacién un trapecio que aproxima aun peor el drea debajo de la
grafica.

Considerando que el orden de la temperatura es de 10%, ambos métodos aproximan
bastante bien a u con los parametros dados. Pero para este caso el método del trapecio lo
hace mejor.



4.2.  Simulacion del 0-método con f(x,t) =0

Esta situacion, donde la barra se encuentra desprovista de una fuente calorifica, sera
también simulada utilizando Isode como referencia y el 0-método con 6 = 0 con el
esquema ??. Se utilizan los pardmetros: 0 = 0,N = 500,At = 2 x 1073,K = 500. No
obstante, no fue posible realizar la simulacién del 6-método en estas condiciones. Esto era
esperable ya que en este caso % = 2 x 107® por lo que no podemos asegurar la
convergencia de la simulacién debido a que la proposicién ?? no se aplica. La siguiente
imagen muestra el comportamiento de u utilizando Isode:
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Figura 6. Representacién de los resultados del comando Isode con f(x, t) = 0 mediante un heatmap
y grafica-3D

Obsérvese que el calor global de la barra decrece mas rapido con f(x,t) = 0 que en
el problema anterior con f(x,t) = V|1 — ¢|. Esto tiene sentido dado que en el problema
anterior se le estaba dando calor al sistema en cada instante f. Pero en este caso ya no se
le esta proporcionando calor a la barra, y como la misma en sus 2 bordes tiene temperatura
0 en todo t, la misma se va a estar enfriando hasta que la barra entera alcance temperatura
nula.

4.3.  Error experimental del 0-método
En las condiciones del problema ??. Se estudia el error del 6-método comparandolo
con la solucién provista por el comando Isode.



Grafica del error en t=0.045, x=0.5 en funcion de delta t (N=500) con f(x,t)=1000sqrt(|1-t])
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Figura 7. Valor absoluto de la diferencia entre la solucién provista por Isode y el O-método en

funcién de At.

Podemos observar que el error de la aproximacion cuando 6 = % es menor que cuando
0 = %. Observar que el caso 0 = % tiene un orden de decrecimiento mayor. Es decir,
experimentalmente, el error del método del trapecio tiende a 0 mas rapido que el O-método
con O = %. Estos resultados son acordes al orden analitico estudiado en la seccién ??.
Por el otro lado, se estudia el error para el problema para el caso f(x,t) = 0. Notar que para

z ., . 2
que el método tenga solucién, necesitamos que Af < g—y:



Grafica del error en (t=0.000050, x=0.500000) (N=500) en funcion de deltaT para f(x,t)=0
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Figura 8. Valor absoluto de la diferencia entre la solucién provista por Isode y el O-método en
funcién del At

Se observa que la evolucién del error con 6 = 0 es similar a lade 6 = 2. Lo cual es lo
esperado dado que el orden del error del O-método es el mismo ¥V O # %



5. Conclusiones

Tras ahondar en la metodologia que utiliza el O-método y confirmar
experimentalmente su funcionamiento, hemos conseguido implementar el algoritmo y
estudiar su comportamiento satisfactoriamente en las simulaciones planteadas. También
demostramos un criterio de estabilidad asintética para el caso particular 6 = 0, f(x,t) = 0.
Concluimos que el 8-método proporciona una aproximacioén satisfactoria de u(x, f) con un
error arbitrariamente pequefio definido por los pardmetros At, N. También confirmamos
experimentalmente que la evolucién del error segin At es la esperada para los casos
6 = {0, %, %}. Concluimos que para el problema planteado (f(x,t) = 1000 V|1 —¢t]), el
6-método con O = % resulta superior.

Si bien las ecuaciones en derivadas parciales se utilizan para modelar una infinidad de
fendmenos fisicos, como es el caso de la evolucidén de la distribucién del calor en una
barra, resolverlas no es un problema sencillo. En la seccién de metodologia se realiza un
extenso trabajo matemdtico para transformar este problema a uno de ecuaciones lineales.
La demostracién de la correctitud de los esquemas de resolucion planteados para luego
realizar su simulacion es lo que consideramos como el logro principal de este informe.
Una futura linea de trabajo podria ser realizar pruebas experimentales mds generales.
Trabajando no solo en funcién de At sino también en funcién de el tiempo y posicion de la
barra (x,t). Aunque lo anterior puede traer dificultades debido al elevado tiempo de
computo necesario para realizar las simulaciones.



